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حل تحلیلى مسأله الاستودینامیک نیم فضاى سه بعدى
 در گستره زمان با تابع گرین

محسن کمالیان
kamalian@iiees.ac.ir استاد پژوهشکده مهندسى ژئوتکنیک

مریم عرفانى نیا، مهدى پنجى، عبداالله سهرابى بیدار

در  موج  انتشار  هستى،  جهان  در  فیزیک  مهم  پدیده هاى  از  یکى 
مهندسى  علم  در  آن  ریاضى  بیان  که  پدیده اى  است.  پیوسته  محیط هاى 
الاستودینامیک  مس ائل  قالب  در  خطى،  ارتجاعى  محیط هاى  براى  عمران، 
امواج  انتشار  اثر  در  زمین،  پاسخ  تحلیل  نمونه،  عنوان  به  مى گردد.  بیان 
لرزه اى ناشى از رخداد گسلش، با استفاده از فرضیات ساده کننده، در این 
شاخه از علم مهندسى دنبال مى شود. یکى از روش  هاى عددى کارآمد در 
حل مسأله انتشار امواج در محیط هاى با رفتار خطى و دامنه بى نهایت، روش 
اجزاء مرزى است. مقبولیت روش مذکور در مقایسه با روش  هایى نظیر اجزاء 
محدود، اقناع شرط تشعشع، در مسیر حل معادلات حاکم و محدود شدن 
مرزى  اجزاء  روش  از  استفاده  است.  مسأله  مرزهاى  به  تنها  تقسیم بندى 
حاکم  دیفرانسیل  معادله  نظیر  گرین  تابع  یا  اساسى  پاسخ  داشتن  نیازمند 
است. در صورتى که از پاسخ اساسى براى حل عددى مسأله الاستودینامیک 
محیط با دامنه نیم بى نهایت به روش اجزاء مرزى  استفاده مى  شود،  باید مرز 
افقى مسأله اصلى تا فواصل دور از محل وارد آمدن بار یا عوارض توپوگرافى 
تقسیم بندى شود که منجر به افزایش هزینه محاسبات مى گردد. حال اگر 
شرایط  اقناع  دلیل  به  شود،  استفاده  گرین  تابع  از  اساسى  پاسخ  جاى  به 
مرزىِ مسأله توسط توابع گرین، میزان تقسیم بندى محیط کاهش و دقت پاسخ  ها 
شده  تقسیم بندى  مرزهاى  محدودیت  دلیل  به  محاسبات  حجم  و  افزایش 

کاهش مى یابد.
علوم  حوزه  در  مختلف  مسائل  عددى  حل  براى  گرین  تابع  استخراج 
مهندسى، یکى از زمینه هاى تحقیقاتى است که به دلیل تلاش براى یافتن 
مطالعات  ردیف  در  محیط،  بر  حاکم  دیفرانسیل  معادلات  تحلیلى  پاسخ 
گرین  تابع  براى  تحلیلى  پاسخى  حاضر،  تحقیق  مى شود.  گنجانده  بنیادى 
براى  زمان،  گستره  در  و  مکان  بعدى  سه  فضاى  در  نیم بى نهایت  محیط 
خطى  ارتجاعى  و  همسان  همگن،  محیط  بر  حاکم  الاستودینامیک  معادله 
ارائه داده است. اساس حل بر روش منبع موج مجازى و رویکرد مایندلین3 
مبتنى است. بدین منظور از جمع پاسخ حل اساسى تمام فضا و همچنین 
پاسخ نیم فضا به بارهاى اعمالى به سطح نیم فضا استفاده شده است. پاسخ 
همگن  محیط  براى  را  الاستودینامیک  مسأله  حل  تمام فضا،  اساسى  حل 
سه بعدى داراى رفتار ارتجاعى خطى و پیکره بى نهایت شامل مى شود که 
مسأله  این  است.  شده  بارگذارى  درون محیطى  متمرکز  واحد  ضربه  توسط 
بکارگیرى  با  تمام فضا،  اساسى  پاسخ  استخراج  دارد.  شهرت  استوکس  به 
آمده  بدست  هلمهولتز  استوکس  تجزیه  مبناى  بر  (که  لامه  پتانسیل  تابع 
بردارى،  و  اسکالر  موج  معادله  دو  به  آن  تبدیل  و  ناویه  معادله  در  است) 
صورت مى پذیرد.  با حل معادلات موج و یافتن توابع موج اسکالر و بردارى، 
پاسخ حل اساسى تمام فضا حاصل مى شود. یافتن پاسخ نیم فضا به بارهاى 
اعمالى به سطح نیم فضا، حل مسأله الاستودینامیک را براى محیط همگن 
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One of the important phenomena in the world of physics 
is wave propagation in continuous media. The mathematical 
expression of this phenomenon is discussed in the field of 
materials engineering for linear elastic media in the form 
of elastodynamic problems. For instance, the analysis of the 
earth’s response due to seismic wave propagation caused by 
a fault event is pursued in this branch of engineering using 
simplifying assumptions. One effective method for solving 
the problem of wave propagation in linearly behaving media 
with an infinite domain is the boundary element method. 
The popularity of this method compared to other methods 
such as finite element methods is due to its confinement 
of the problem’s division to the boundaries only in the 
process of solving governing equations. Using the boundary 
element method requires the fundamental solution or 
Green’s function of the governing differential equation. If 
the fundamental solution is used for numerically solving 
the elastodynamic problem of a media with a semi-infinite 
domain using the boundary element method, the problem’s 
horizontal boundary must be divided up to far distances 
from the point of load application or topographic features, 
leading to increased computational cost. However, if the 
Green’s function is used instead of the fundamental solution, 
the environment’s partitioning decreases, and the accuracy 
of the solutions increases due to the satisfaction of the 
boundary conditions of the problem by Green’s functions. 
Moreover, the computational volume is reduced due to the 
decreased divided boundaries.

Providing the Green’s function for various problems in 
the field of engineering and materials science is one of the 
research areas that is included in the fundamental studies due 
to the efforts to find analytical solutions to the differential 
equations governing the environment. This thesis provides 
an analytical solution for the Green’s function of the infinite 
half-space environment in three-dimensional space and in 
the time domain, for the homogeneous, isotropic, and linear 
elasticity equation. The basis of the solution is based on the 
source image as well as the Mindlin approach. To this end, 
the summation of the solution of the fundamental problem 
of the full-space as well as the solution of the half-space to 
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مى شود  شامل  نیم بى نهایت  پیکره  و  خطى  ارتجاعىِ  رفتار  داراى  سه بعدى 
که توسط بارهاى تابع زمان از نوع هویساید و دلتاى دیراك بارگذارش شده 
است.. مسأله مذکور به مسأله لمب شهرت دارد. به منظور حل مسأله اخیر، 
مانند روش استخراج پاسخ اساسى تمام فضا، از تابع پتانسیل لامه استفاده 
بر  لاپلاس  تبدیل  اعمال  با  شد.  تبدیل  موج  معادله  دو  به  حاکم  معادله  و 
معادله هاى موج و استفاده از تبدیل هنکل در شرایط مرزى مسأله، پاسخ 
در فضاى انتقالى لاپلاس نسبت به پارامتر زمان به دست آمد. براى حصول 
پاسخ در فضاى زمان، از روش اصلاح شده Cagniard-Pekeris استفاده 
گردید. بدین ترتیب و در نهایت، با بکارگیرى رویکرد مایندلین، تابع گرین 

مورد نظر استخراج شد.
1- تحقیق حاضر، پاسخ تحلیلى محیط نیم فضا را براى موقعیت هاى مختلف 
قرارگیرى منبع و گیرنده موج، استخراج و ارائه کرد. پاسخ  هاى یادشده، 
تغییرمکان قائم و افقى داخل و روى سطح را براى بارگذارى دینامیکى 
شده،  استخراج  گرین  تابع  مى شود.  شامل  محیط  سطح  داخل  و  رو 

تاکنون براى مسائل الاستودینامیک سه بعدى برآورد نشده بود. 
2- کاربرد مهم تابع گرین استخراج شده، حل عددى مسأله انتشار موج در 
در  نهایت،  نیم بى  دامنه  داراى  خطى  الاستودینامیک  سه بعدى  محیط 
با روش اجزاء مرزى است. کاربرد این توابع در  گستره زمان، خصوصاً 
روش اجزاء مرزى، حل ساده تر، سریع تر و دقیق تر رفتار لرزه اى اراضى 

داراى توپوگرافى رو یا زیرسطحى را امکان پذیر مى سازد.
سطح  تغییرمکان  محاسبه  با  شده،  استخراج  گرین  توابع  اعتبارسنجى   -3
نیم فضا به بارگذارى دینامیکى وارد بر سطح محیطى معین، تغییرمکان 
و  سطح  بر  وارد  دینامیکى  بارگذارى  اثر  در  محیط  همان  داخل  نقاط 
بالأخره تغییرمکان سطح نیم فضا به بارگذارى دینامیکى اعمال شده در 
داخل آن محیط، انجام شده است. مقایسه نتایج حاصله با نتایج ثبت 
شده در ادبیات فنى از انطابق کامل پاسخ  ها با یکدیگر حکایت داشت. 

برخى نتایج بدست آمده در اشکال زیر نمایش داده شده است:
قائم  بار  برابر  در  را  نیم فضا  درون  قائم  تغییرمکان   (1) شکل  الف- 
داده  نشان   0/25 پواسون  ضریب  داراى  سطح  بر  وارده  متمرکز  هویساید 
است. دو موقعیت متفاوت براى قرارگیرى گیرنده در نظر گرفته شده است. 
نتایج حاصله بر نتایج ارائه شده توسط جانسون (1974) کاملاً منطبق است. 
ب- شکل (2) تاریخچه زمانى تغییرمکان قائم و شعاعى سطح نیم فضا 
موقعیت  نسبت  است.  کرده  ارائه  متمرکز  هویساید  قائم  بار  تأثیر  تحت  را 

) برابر با 0/5 فرض شده است.  0 5z
r
 . قرارگیرى منبع به گیرنده موج (

1 نمایش داده شده  1 10
6 3 4
, , , نتایج براى ضرائب پواسون داراى مقادیر 

است. نتایج بدست آمده بر نتایج ارائه شده توسط امامى و اسکندرى قادى 
(2019) کاملاً منطبق است.

واژه هاى کلیدى: تابع گرین الاستودینامیک سه بعدى، روش اجزاء مرزى، 
نیم فضا، تبدیل لاپلاس، تبدیل هنکل، رویکرد مایندلین، حوزه زمان

the applied loads on the surface of the half-space have been 
used. The fundamental solution of the problem includes 
solving the elastodynamic problem for the homogeneous 
three-dimensional environment with linear elastic behavior, 
which has an infinite domain and is subject to a unit impact 
within the environment. This problem is famous as the 
Stokes problem. The basis of the solution method is based 
on the use of the Lamé potential function (obtained based on 
the decomposition of the Stokes-Helmholtz equation) in the 
Navier equation and its transformation into two scalar and 
vector wave equations. By solving the wave equations and 
finding the scalar and vector wave functions, the fundamental 
solution of the problem was obtained. Finding the solution 
of the half-space to the applied loads on the surface of the 
half-space includes solving the elastodynamic problem 
for the homogeneous three-dimensional environment with 
linear elastic behavior, which has a semi-infinite domain 
and is subject to loads of time-dependent functions that vary 
with time as Heaviside step, Dirac delta and derivatives of 
Dirac delta functions. This problem is famous as the Lamb 
problem. To solve this problem, similar to the method 
of solving the fundamental solution of the full-space, 
the governing equation was transformed into two wave 
equations using the Lamé potential function. By applying 
the Laplace transform to the wave equations and using the 
Hankel transform in the boundary conditions of the problem, 
the solution in the Laplace transmission space with respect 
to the time parameter was obtained. In order to obtain the 
solution in the time domain, the modified Cagniard-Pekeris 
method was used. Thus, using the Mindlin approach, the 
Green’s function was obtained.
1- The present research extracted and presented the 
analytical response of the half-space for different positions 
of the wave source and receiver. The mentioned responses 
include vertical and horizontal displacements inside and on 
the surface for dynamic loading on and inside the surface 
of the environment. The derived Green’s functions have not 
been estimated for 3D elastodynamics problems so far.
2- An important application of the derived Green’s functions 
is the numerical solution of the wave propagation problem 
in a three-dimensional linear elastodynamic medium with a 
semi-infinite domain, in the time domain, especially with the 
boundary element method. The application of these Green’s 
functions in the boundary element method enables a simpler, 
faster and more accurate site response analysis of grounds 
with surface or subsurface topography.
3- The derived Green’s functions has been validated by 
calculating the displacement of the half-space ground 
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surface due to a dynamic loading applied at a given surface, 
the displacements beneath the ground surface due to a 
dynamic loading applied at the ground surface, and finally 
the displacements along of the half-space ground surface 
due to the dynamic loading applied beneath the ground 
surface. Comparison of the calculated results with those 
reported in the technical literature indicates an excellent 
agreement between them. Some of the obtained results are 
demonstrated in the following pictures:
a- Figure (1) shows the vertical displacement beneath the 
half-space ground surface due to a vertical Heaviside-type 
concentrated load on the ground surface. The Poisson’s 
ratio of the medium is 0/25. Two distinct positions were 
considered for the placement of the receiver. As can be seen, 
comparison of the calculated results with those presented by 
Johnson (1974) indicates a perfect agreement.
b- Figure (2) presents the time histories of the vertical and 
radial displacement of the half-space ground surface due 
to the vertical Heaviside-type concentrated load beneath 
the ground surface. The ratio of the source to the receiver’s 

location ( ) was assumed to be 0/5.  Different values for 
the Poisson’s Ration were considered. As can be seen, the 
calculated results are completely consistent with the results 
presented by Emami and Eskandari Qadi (2019).

Keywords: Green functions, Three-dimensional electro-
dynamics, Laplace transform, Hankel transform, Mindlin 
approach, Time domain 
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a)b)

شکل (1): تاریخچه زمانى پاسخ تغییرمکان قایم درون نیم فضا به بار قائم متمرکز وارد بر سطح از نوع تابع هویساید،
 براى ضریب پواسون برابر با 0/25

و  1 2 30 0 200x m x m x m  , , (a
 

1 و  2 30 0 2000x m x m x m  , ,  (b
1 2 310000 0 0m m m    , ,

 
a)

   
b)

  
 

، 1 1 10
6 3 4
, , , )، براى مقادیر مختلف ضریب پواسون برابر با   0 5z

r
 . شکل (2): تاریخچه زمانى پاسخ تغییرمکان سطح نیم فضا به بار قائم متمرکزِ داخلى از نوع تابع هویساید (

 a) تغییرمکان قائم b) تغییرمکان شعاع


